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THÉORIE DE SULLIVAN POUR
LA COHOMOLOGIE A COEFFICIENTS LOCAUX

ANTONIO GÓMEZ TATO

Abstract. To every finite dimensional algebraic coefficient system (defined be-

low) (0, V) over the De Rham algebra £l(M) of a manifold M, Sullivan

builds a local system pQ: nx(M) —» V, in the topological sense, such that the

two cohomologies H*(M;V) and H^(Q(M);V) are isomorphic. In this

paper, if K is a simplicial set and (8, V) an algebraic system over the C°°

forms ^oo(K), we prove a similar result. We use it to extend the Hirsch lemma

to the case of fibration whose fiber is an Eilenberg-Mac Lane space with certain

non nilpotent action of the fundamental group of the basis. We apply this to a

model of the hyperbolic torus; different from the nilpotent one, this new model

is a better mirror of the topology.

1. Introduction

La théorie du modèle minimal de Sullivan [Su] s'est développée autour des

notions d'espace nilpotent et d'algèbre minimale nilpotente. Elle a ainsi donné
de nombreuses applications dans des domaines variés. Cependant, l'article de
Sullivan contenait une notion plus générale qui, à notre connaissance, n'a pas

été reprise ultérieurement; il s'agit des algebres résolubles et des systèmes de

coefficients algébriques. Le but de ce travail est de reprendre leur étude et de
les relier aux systèmes locaux de coefficients topologiques.

Dans le paragraphe 2, nous donnons les définitions de:

-système algébrique de coefficients, noté (8, V), sur une algèbre différentielle
graduée commutative B ;

-cohomologie de B a valeurs dans le système (O, V), notée H£(B ; V).

Dans le paragraphe 3, nous nous intéressons à un cas particulier: celui d'un
système algébrique (8, V) de dimension finie, défini sur l'algèbre de De Rham

Çï(M) d'une variété M. Dans [Su], Sullivan associe à chaque (8, V) ainsi

défini un système de coefficients topologiques, p&:nx(M) —► AuIr(F). De

plus la cohomologie de l'algèbre des formes sur M a valeurs dans (8, V) est

isomorphe à la cohomologie de M a valeurs dans le système local topologique

Pq . Nous rappelons cette construction et donnons un cas particulier de retour

de la topologie vers l'algèbre, utilisé dans le dernier paragraphe.

Dans le paragraphe 4, nous obtenons des résultats analogues dans le cadre des

ensembles simpliciaux (Théorème 4.7). Nous utilisons pour cela la notion de
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système local de coefficients sur un ensemble simplicial telle qu'elle est définie

dans [Ha].
Le paragraphe 5 est consacré à une généralisation du lemme de Hirsch. Rap-

pelons brièvement de quoi il s'agit: soit F —> E -* X une fibration, où la fibre

F est un espace d'Eilenberg-Mac Lane de cohomologie réelle AV, transgres-

sée. Le lemme de Hirsch classique implique l'existence d'une différentielle D

et d'une flèche Y induisant un isomorphisms en cohomologie réelle:

Y:(A00(X)®AV,D)^A00(E).

Ici, si l'action de nx(X) sur V provient d'un système algébrique de coef-
ficients, on démontre l'existence de Y et D comme ci-dessus et telles que

T induise un isomorphisme pour toutes les cohomologies à coefficients finis

provenant de A^X) (Théorème 5.1).
Au paragraphe 6, nous appliquons cela au tore hyperbolique, espace total

d'une fibration principale de fibre un tore S1 x S1 et de base S1 [GS]. Le type

d'homotopie rationnelle obtenu en réalisant un modèle minimal nilpotent de

son algèbre des formes simpliciales coïncide avec celui du produit S1 x S2.

Nous voyons apparaître ici un exemple où la théorie nilpotente ne rend pas

compte de la topologie de l'espace. Par contre, la construction de son modèle

suivant les méthodes du paragraphe précédent fournit deux générateurs de degré

1 correspondant à la fibre.

Cet article reprend des résultats de ma thèse réalisée sous la direction de

Daniel Tanré; je le remercie pour son aide qui m'a permis de surmonter plusieurs

difficultés. Ce travail a profité de l'ambiance stimulante du Laboratoire de

Géométrie et Topologie de l'Université des Sciences et Techniques de Lille-
Flandre-Artois et du soutien de Xosé Masa Professeur à l'Université de San-

tiago. Je remercie également le referee pour ses remarques qui ont contribué à
améliorer le texte.

2. Systèmes algébriques de coefficients

Soit k un corps de caractéristique zéro. Notons k-ADG la catégorie des k-
algèbres différentielles graduées associatives et rc-ADGc la sous-catégorie pleine

formée des algebres commutatives (au sens gradué); rappelons que B = 0p Bp

est un objet de /c-ADGc si la multiplication Bp ® Bq —► Bp+q , qui à x ® y

associe xy, vérifie xy = (-l)pqyx. Nous utiliserons l'expression adg (resp.
adgc) pour désigner un objet de k-ADG (resp. A:-ADGC). Nous suivrons les

règles usuelles de commutation d'objets gradués; si x est un élément homogène

d'un objet gradué, nous noterons son degré par \x\.

Soit B = (B, d) une adgc; pour simplifier les notations, B désignera aussi

l'algèbre sous-jacente à l'adgc B. L'algèbre B étant commutative, tout B-

module gradué à droite (resp. à gauche) Y peut être vu comme un 5-module

à gauche (resp. à droite) par: by = (-1)'*' ^yb; dans la suite, nous dirons

que Y est un 5-module gradué. Un B-module différentiel gradué Y est un
5-module gradué muni d'une différentielle de 5-module, c'est-à-dire, d'une

application de k -espaces gradués d: Y -* Y de degré +1 telle que d2 = 0
et d(yb) = (dy)b + (-l)^ydb. Une B-adg est la donnée d'un morphisme
B —> A de k-ADG; elle définit une structure de 5-module différentiel gradué

sur A . Dans le cas particulier où A e A:-ADGC, nous parlerons de 5-adgc.



THEORIE DE SULLIVAN 297

Si W est un k -espace vectoriel concentré en degré zéro et (Y, d) un B-

module différentiel gradué, le produit tensoriel, comme A:-modules, Y ® W a

une structure de 5-module différentiel gradué donnée par (y®w)b = (yb®w),

d(y ® w ) = dy ® w . Dans le cas particulier où Y = B et W est l'espace des

endomorphismes d'un /^-espace vectoriel V, W = End(F), nous obtenons une

structure de B-adg sur B®End(V) avec la multiplication

(b ® f) o (c ® g) = bc ® f o g.

Définition 2.1. Un système algébrique de coefficients sur une adgc B est une

paire (8, V) constituée d'un /c-espace vectoriel V (concentré en degré zéro)

et d'un élément 8, de degré 1, de la 5-adg B ® End(F) vérifiant:

(1) î/8 + 8o8 = 0.

Nous dirons aussi que (8, V) est un système sur B ; la dimension du système

est celle de l'espace vectoriel V.

Un système (8, V) sur B, peut être vu comme une application 8: V -*

B1 ® V. Si dim(F) = n < oo et si {v\,... , vn} est une base pour V, notons

6 = (Ojj) la matrice d'éléments de B1 telle que Q(v¡) = J2 6¡j®Vj . La matrice

d'éléments de B2 associée à 808 est la matrice produit -66 . L'équation (1)

devient alors d6 = 66 .
Si (Y, d) est un 5-module différentiel gradué et V un /c-espace vectoriel

(concentré en degré zéro), nous définissons une action de B ® V sur Y par

y(b®v) = yb®v . La donnée d'un système (8, V) sur B fournit une dérivation

de sur le ß-module Y® V par de(y®v) = dy®v + (-\)^yQ(v). L'équation

(1) entraîne de = 0 et de est donc une différentielle de 5-module.

Définition 2.2. L'homologie du complexe (Y®V,de) est appelée cohomologie

de (Y, d) à valeurs dans le système (8, V) ; on la note He(Y ; V).

Remarque 2.3. Constatons pour terminer que la donnée d'un système sur l'adgc

B équivaut à celle d'une différentielle de 5-module sur B ® V.

3. Rapport entre les systèmes algébriques
ET TOPOLOGIQUES DE COEFFICIENTS:

CAS DES VARIÉTÉS DIFFÉRENTIABLES

Illustrons les définitions précédentes en montrant comment un système algé-

brique donne naissance à un système local de coefficients au sens habituel.
Soit M une variété réelle C°° . Notons Q(M) l'algèbre des formes C°° sur

M. Dans la suite, k est le corps R des réels.

Définition 3.1. Un système algébrique de coefficients sur M est un système

(8, V) sur l'adgc Q(M).

Soit n un fibre vectoriel sur M, de fibre type l'espace vectoriel réel V ;
on note Çl(M ; t]) le D.(M)-module des formes différentielles sur M à valeurs

dans r\. Si n est un fibre trivialisable sur M, la trivialisation donne un iso-

morphisme Q(M ; n) = Q(M) ® V de Q(M)-modules.
Rappelons maintenant que la donnée d'un système algébrique (8, V) sur

M équivaut à celle d'une différentielle de Q(M)-module de sur Q(M) ® V.

Géométriquement, celle-ci correspond à une connexion linéaire plate sur le fibre
trivial n: M x V —> M [GHV, 7.11]. En utilisant le transport par parallélisme,
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une telle connexion peut aussi être vue comme une représentation pe: ni (M) —►

Autn(K) telle que le fibre vectoriel plat induit sur M soit trivialisé.

Définition 3.2. Un système topologique de coefficients locaux sur M, ( V, p),

est une représentation p:nx(M) -y AutR(F).

Notons £ le fibre vectoriel plat induit par p . Par platitude de ¿¡, la dérivée
covariante le long de la connexion, Vp, est une différentielle pour Q(M ; c;).

Remarquons, avec ce qui précède, que l'existence d'un système algébrique

(8, V) sur Q.(M) tel que (V, p) = (V, pQ) équivaut à la trivialisabilité de
£. Nous posons donc:

Définition 3.3. Un système topologique (V, p) provient d'un système algébrique

si le fibre vectoriel plat associé à p trivialisé. Dans ce cas, on dit que p est
une action algébrique et on note p = pe , où (8, V) est un système algébrique

donné par la trivialisation.

Définition 3.4. L'homologie du complexe (iî(Af; £), Vp) est appelée coho-

mologie de M à valeurs dans le système (V, p) ; on la note H*(M; V).

Théorème 3.5 (Sullivan). Soit (V, p) un système topologique sur M provenant

d'un système algébrique (8, V) sur Çl(M). Alors, on a un isomorphisme:

H;6(M;V)^He(il(M);V).

Notons ¿¡ le fibre vectoriel plat (trivialisé) induit par p. Avec le rappel
précédent, la démonstration [Su] consiste à remarquer l'existence d'un isomor-

phisme au niveau des complexes:

(Q(M;Ç),VPe)='(n(M)®V,de).

Dans le cas nx(M) = Z, on a un retour de la topologie vers l'algèbre; nous

l'utiliserons au paragraphe 6.

Proposition 3.6. Soit M une variété C°° de groupe fondamental Z, munie d'un

système topologique de coefficients (V, p), de dimension finie. Choisissons un
générateur, noté 1, de nx(M). Si p(\) est un isomorphisme à déterminant

positif, alors le système topologique provient d'un système algébrique (8, V).

Preuve. Il suffit de remarquer que, sous l'hypothèse p(\) à déterminant positif,

le fibre vectoriel associé trivialisé.

Corollaire 3.7. Avec les hypothèses de la proposition, si p(\) est une application

exponentielle, le système algébrique 8 est donné par

8 = a®Log(/>(l))

où a est une 1 -forme fermée explicitée dans la démonstration.

Preuve. Soit y un lacet différentiable plongé représentant le générateur de

n\(M) = Z. Choisissons a e il1 (M) telle que a/y soit la forme volume

standard dt. Regardons de comme une connexion sur M x V. Alors le

déplacement par parallélisme le long de y est exactement exp(Log/?(l)) = p(\),

et par conséquent pe = p ■

Remarque 3.8. Ce problème du passage de la topologie à l'algèbre est résolu

dans [DS] pour k = C ; les auteurs y montrent que tout fibre vectoriel complexe

à groupe structural discret, de base un polyèdre compact B, devient trivial

après passage à un revêtement fini de B.
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4. Rapport entre les systèmes algébriques
et topologiques de coefficients:

cas des espaces simpliciaux

Rappelons d'abord les définitions suivantes de [Ha]; C dénote soit la caté-

gorie des k -espaces vectoriels gradués différentiels, soit k-ADGc.

Fixons un ensemble simplicial K ; si a e K„, on note sa dimension par

\a\ = n.

Définition 4.1. Un système local F sur K à valeurs dans C est la donnée:

-d'une famille d'objets Fa de C, a e K,
-et d'une famille de morphismes (appelés opérateurs face et dégénérescence)

d¡: Fa -* Fdi0   et   sf. Fa -> FSja

induisant des isomorphismes en cohomologie et vérifiant les habituelles for-

mules de commutation:

didj = dj-Xdi,        i<j,

SjSj = Sj+\Sj , l < J ,

et

i = j,j+l,

i> 7 + 1.

Remarque 4.2. Cette définition est celle de système local de coefficients diffé-

rentiels de [Ha].
Si (¡>: L —► K est une application simpliciale, on obtient un système local sur

L avec {<j>*F)a = F^ay, <3, = d¡; Sj = Sj. Il est noté <j>*F et appelé image

réciproque de F par 0.

Définition 4.3. L'espace des sections globales de F , noté F(K), est l'ensemble

des éléments <P, associant à chaque a e K un élément Oct 6 Fa tel que:

<ÏV = of*» et <bS]„ = Sj<b„ .

Remarquons que F(K) est naturellement un objet de C.

Définition 4.4. La cohomologie de F(K) est appelée cohomologie de K à valeurs

dans le système local F et notée H*(F(K)).

On note A" le w-simplexe standard (regardé comme un ensemble simplicial).

Soit [A"] le seul n-simplexe non dégénéré de A" . Si K est un ensemble sim-

plicial, chaque ueK„ détermine une seule application simpliciale a: A" —> K

telle que a([A"]) = a [Ha, 12.12].

Définition 4.5. Le système local F est extensible si, pour tout a e K„, la

restriction
a*F(An) -» (T*F(dAn)

est surjective.

Une forme C°° sur le «-simplexe géométrique standard A" cR"+1 est la re-

striction à A" d'une forme C°° définie sur un voisinage; notons eo, e\, ... , en

les sommets de A". L'algèbre des formes C°° sur A" est notée A^n). Soient

ö,:A"_1 —»A", 5;:A"+1 ->A" les opérateurs /-face, ^'-dégénérescence habituels,
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alors le système local des formes différentielles A^ sur K est défini par [Ha,

Chapitre 13]:

(Ax>)CT = ^oo(H),     d¡ = A^di),    Sj = A^sj).

A partir de là, on associe à tout système local F sur K un nouveau système,

noté Aoo ® F, défini par:

(A<x®F)a = Aao(\o\)®Fa,     di®di,     Sj®Sj.

L'espace des sections globales de Aoo ® F, noté AooÇK; F) est appelé es-

pace des formes différentielles sur K à valeurs dans le système local F. Son
homologie est notée H*(Aoo(K; F)).

Considérons maintenant un système algébrique (8, V) sur A^K) de di-

mension /. Par restriction, on obtient pour chaque a e K„, un système

(8CT, V) sur ylooderl), donc une connexion plate sur le fibre trivial A" x V -> A" .
Notons la aussi 8,7 ; elle est difféomorphe à la connexion standard car A" est
contractile. Comme conséquence immédiate de la dimension finie de V on a:

Proposition 4.6. Le complexe (Aoo(K)®V, de) est l'espace des sections globales

du système local A^ ®T V, défini par.

(A00®x V)a = (Aoa(\o\)®V,dea),    d,®id,    Sj®id.

Théorème 4.7. Soit K un ensemble simplicial et soit (8, V) un système algé-

brique de coefficients sur A^ (K). Alors, il existe un système local Ve sur K et

un isomorphisme naturel:

He(A00(K);V)^H*(A00(K;Ve)).

Preuve. Construisons d'abord le système VQ. Pour cela, soit A" x V —> A"

le fibre trivial muni de la connexion 8CT, a e K„ ; le déplacement le long du
chemin tex + (1 - t)eo induit un isomorphisme p(a) entre les fibres {eo} x V

et {e\} xV. Par abus de notation, p(a) désigne aussi l'automorphisme induit

sur V.
Définissons le système local Ve, sur K par:

Va = V, a e K„ ,
d¡: Va -» Vdia est l'identité si ¿/O et do = p(a),
Sj = id pour tout j .

Notons que Ve est un système local car le déplacement par parallélisme entre

deux points de A" ne dépend pas du chemin choisi.

Soit Aoo ®t V le système local défini en 4.6. Si on montre:

(Aoo(K;Ve),d)^(Aoo®T V)(K)

avec la Proposition 4.6 on aura fini.
Pour cela on considère pour chaque «-simplexe a le fibre vectoriel trivial

A" x V —> A" muni de la connexion plate 8<j. Chaque vecteur v e {ea} x V

s'étend en une section parallèle ya(v) du fibre; on définit un isomorphisme

Aoo(n) ® V -^ ^oo(n) ® V par ya(w ® v) = w A ya(v). L'ensemble {}v}ct6k

définit l'isomorphisme cherché entre A^ ®Ve et Aoo ®t V.

Remarque 4.8. Soit X un espace topologique 0-connexe; on note Aoo(X) l'algè-

bre des sections globales du système local ^ sur l'ensemble simplicial Sing(X).
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Si (8, V) est un système algébrique de coefficients sur Aoo(X), on construit le

système local Ve ; soit pe-Ti\(X) -* Auîr(F) le système topologique défini par

Ve [Ha, Chapitre 16]. Notons H*e(X; V) la cohomologie à coefficients locaux

associée à pe ; la forme particulière de VQ entraîne:

H*(C*(Sing(X);Ve))^H;e(X;V).

D'autre part, le théorème de De Rham fournit un isomorphisme

H*(C*(Sing(X) ; V6)) St H*(Aoo(Sing(AT) ; Ve)),

d'où, d'après le Théorème 4.7 et par composition des isomorphismes précédents:

H*pe(X;V)*He(Aoo(X);V).

5. Lemme de Hirsch

Dans ce paragraphe, soit n un groupe abélien tel que V = n ®z R soit

de dimension n. L'espace d'Eilenberg-Mac Lane ayant n comme groupe

d'homotopie de degré m est noté K(n, m). On va établir ici une généralisation

du lemme de Hirsch [Hi] au cas d'une fibration de fibre K(n, m), munie d'un

type particulier d'action (non nécessairement nilpotente) du groupe fondamen-

tal de la base sur n .

Fixons un espace 0-connexe I et p:£ -> I une fibration à fibre F =

K(n, m), m > 1. Le morphisme de groupes n -4 n®z R fournit une inclusion

Autz(rc) c Auîr(F) . Ainsi, l'action p: ii\(X) -* Autz(7t) s'étend en une action,

notée aussi p, p:nx(X) —> Auîr(F). Nous supposons qu'elle provient d'un

système algébrique (8, V) sur Aoo(X). Notons (n, p), (V, p) les systèmes

locaux topologiques définis par p.

Le Théorème des Coefficients Universels donne un isomorphisme

®x:Hm(F;n)-^Homz(Hm(F),n)

et le Théorème de Hurewicz un isomorphisme

®2:H.omz(Hm(F), n) -* Homz(7r, »r);

notons O = <[>2 o <Pi . Soient AF = <P~'(id) la classe fondamentale de F et

c(p) e H™+l(X, * ; n) la classe caractéristique de la fibration p .

Considérons le diagramme commutatif suivant:

Hm(F;n)    -°+   H$? (E, F ; n)    -»    H™+\E;n)

U" u-
H™+\X,*;n)    -   H?+l(X;n)

où la ligne supérieure est extraite de la suite exacte longue de cohomologie de

la paire (E, F).
D'après [Ba, 5.2.9], la classe c(p) est la transgression de AF ; c'est-à-dire:

p*c(p) = dAF.
Si on prend la cohomologie à valeurs dans le système local (V, p) on obtient

un diagramme commutatif:

H«(F;V)    -^    H™+\E,F;V)    -    H^(E;V)
W w

H?+l(X,*;V)    -»    H^(X;V)
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relié au diagramme précédent par des morphismes induits par l'inclusion n -^>

n ®z R. On note c(p), AF les images de c(p), AF dans 77™+1(X, *; V)

et Hm(F, V) respectivement. Par naturalité elles vérifient toujours la relation

dÂF=p*cJp).
D'après la Remarque 4.8 et le fait que (V, p) provienne d'un système

(8, V), le diagramme précédent s'écrit aussi:

Hm(Aoo(F);V)    -^    Hg+1(Aoo(E,F);V)    -+    Hg+l (A^E) ; V)

w w
H%+\Aoo(X,*);V)    -   H^\Aoo(X);V).

La ligne supérieure s'obtient à partir de la suite exacte courte de Aoo(X)-

modules:

0 - (Aoo(E, F)®V,de)^ (Aoo(E) ® V, de) -^ (A^F) ®V,de)^0.

Soient x 6 A^+i(X, *) ® V, y e Am(F) ® V des ú?e-cocycles tels que

[x] = c(p), [y] = AF . Comme d[y] = p*[x], on peut choisir p e Aoo(E) ® V

tel que i(p) = y et dep = a(p(x)). Soit V* l'espace dual de F; on choisit

une base {vi, ... , v„} de V et on note {v*, ... , v*} la base duale; on peut

écrire:
n n

p = J2li'®v>>    ßi^^Z(E),    et   x = ^Xi®Vi,    Xi€AH+x(X,*).
¿=i i=i

Notons (8', V*) le système défini par Q'(v*) = -£0// ®v* où (0,7) est

la matrice associée à (Q, V) par rapport à la base choisie. On note Aoo(X) ®t

A(V*) l'extension de AX(X) par l'algèbre libre engendrée par V* en degré

m , munie de la différentielle tordue définie sur les générateurs par

d(a®\) = da®\,        d(\ ® v*) = &(v*) + x¡.

(On a gardé la notation x¡ pour l'image de x¡ e A^+l(X, *) dans A0V0+X(X).)

Soit Y:Aoo(X) ®r A(V*) —> Aoo(E) le morphisme d'algèbres différentielles

défini sur les générateurs par

Y(a®l)=p*(a)   et   Y(l®v*) = p¡.

On peut maintenant démontrer la généralisation annoncée du lemme de

Hirsch:

Théorème 5.1. Y induit un isomorphisme pour toute cohomologie à coefficients

dans n 'importe quel système algébrique de dimension finie (8, W) sur Aoo(X).

Preuve. Fixons tout d'abord un système (8, W) sur Aoo(X). On va utiliser le

théorème suivant:

Théorème [Ha, 12.27]. Soit 4>:NX -> N2 un morphisme de systèmes locaux ex-

tensibles sur un ensemble simplicial K tel que pour chaque a, (j>^:H*((Nx)a) ->
H'^N^a) soit un isomorphisme. Alors il existe un morphisme <p:N\(K) —>

yV2(K), donné par (</><P)(T = <j)a{<ba), et tel que

cf>*:H*(Nx(K))^H*(N2(K))

soit un isomorphisme.
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Construisons donc deux systèmes locaux extensibles R et G sur Sing(X)

tels que Y induise un morphisme entre eux et que l'on ait

R(X) S ((Aoo(X) ®T A(V*)) ®W,d~),

G(X)^(Aoo(E)®W,d~).

Le système local R sur Sing(X) est défini par

Ra = ([Aoo(\a\) ®Xo A(V*)\® W,d~ ),        9, ® id <g> id,       Si ® id® id,

où di:Aoo(\cr\) -* ^oo(|ö,a|) et Sj:Aoo(\ct\) -> Aoo(\Sjcr\) sont les opérateurs face

et dégénérescence du système Aoo .

Le système iî est extensible car Aoo l'est. Vérifions que R est un système

local.
Pour chaque a, il existe une suite spectrale [Gr], obtenue en filtrant par le

degré en ^(Icrl). Elle converge vers la cohomologie de Ra et son terme E2

s'écrit:

Ep2>q = Hl(Aoo(\o\);(A(V*)®W)q),

(Q<,z(A(V*)®W)q) étant un système sur vioo(M) construit à partir de (8', V*)

et (8, W). De la contractilité de l'espace A'"! et du Théorème 4.7, on déduit:

E„,q     f (A(V*)®W)q,       p = 0,
Ji

r (ai
10, p>0.

On vérifie que 9,® id® id et s,® id® id respectent les nitrations; le calcul de
la suite spectrale montre donc que R est un système local. Les espaces V, W

étant de dimension finie, R(X) admet une base de sections globales, comme

^œW-module, et on obtient

R(X) s ((Aoo(X) ®T A(V*)) ® W, d~).

Passons à la construction de C7 ; pour cela, rappelons la construction d'un
système local extensible G sur Sing(X), associé à la fibration p:E -» X [Ha,
19.16].

Pour chaque a: A" —> X, soit pa:Ea -* A" la fibration image réciproque de

p . Notons Ea c Sinf>(Ea) le sous ensemble simplicial de Sing^) défini par:

T G E„ <=> pa o r G A" .
La /c-adgc, G„ = ^(Ect) est munie d'une structure de ^oo(|cr|)-module via

a opa . Les opérateurs dï.Sing(Eai(r) -> Sing(FCT) et Sj:Sing(ESja) -> Sing(£'CT)

induisent <5,:EaieT —► ECT et Sj:ESja —► ECT. On prend alors d, = Aoo(S¡), Sj =

¿oo(Sj) comme opérateurs pour le système G.

On construit à partir de G un système G sur Sing(^) par

Ga = (Ga ® W, d~ ),    di ® id,    Si ® id.

Il reste à montrer que G est un système local. Pour chaque a: A" —> X, on a

un isomorphisme H*(Ga) = H* (Aoo(Ea); W) ; d'autre part, le Théorème 4.7

entraîne l'existence d'un système local H sur Sing(A") tel que

Hi (Aoo(Ea); W) 3 H*(Aoo(Ea); y*p*aH).
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Avec la contractilité de A" , on peut supposer que y*p*aH est un système cons-

tant. Puisque G est un système local extensible [Ha, 19.27], G l'est aussi.

Il est clair que  G(X)  est isomorphe à  (G(X) ® W, d~).   D'après [Ha,

Chapitre 19], G(X) S Aoo(E) donc G(X) * (A^E) ®W,d~) avec ce qui

précède.
Dans notre cas, Y fournit un morphisme entre les systèmes locaux exten-

sibles F, G. Il reste à montrer que T* est un isomorphisme, pour tout a .

Remarquons qu'il suffit de le faire pour les 0-simplexes mais alors, par construc-

tion de r, on obtient l'isomorphisme H*(K(n ,n))®W = A(V*) ® W, ce qui
achève la démonstration.

6. Exemple

Terminons ce travail avec un exemple; nous allons déterminer un modèle

minimal non nilpotent du tore hyperbolique T\ , où A est une matrice appar-

tenant à SL2(Z) de trace plus grande que 2 [GS].

L'espace T\ s'obtient comme quotient de T2 x R par l'action (x, y, t) —>

(A(x, y), t+ 1). Le tore hyperbolique apparaît donc comme espace total d'une

fibration
T2 _ j-j £ si

où l'action de ni(Sl) = Z sur ni(T2) = Z©Z est donnée par l'application

^:Z-+Autz(Z©Z), X(Í) = A.
La matrice diagonalisable A ayant toutes ses valeurs propres réelles et posi-

tives, x est la restriction à Z d'une application, aussi notée ^, de R dans

Auîr(R © R), définie par xi1) = A'. Ainsi, par le Corollaire 3.7, l'action x
provient d'un système algébrique (8, R2), où 8 = a ® Log(^(l)) avec a une

forme volume de S1.
Notons Sing00 (S1) le sous-ensemble simplicial de Sing(S ') formé des sim-

lexes singuliers C°°. Le système local Aoo étant extensible, toute forme sur

Sing00(S1) peut être étendue en une forme sur Sing(5') [Ha, 12.21]. Soit

y: «(S1) -» ^(Sing00^1)) défini par (y<P)CT = A^o)® [Ha, 15.19]; on

choisit, et on note aussi a e Aoo(Sl), une extension de l'image de a par

y. L'action x peut être vue comme induite par le système (8, R2), considéré

comme système sur ^(S1).

D'autre part, remarquons que la classe caractéristique de la fibration p est

nulle. Le morphisme Y du Théorème 5.1 s'écrit alors:

Y:(Aoo(Sl) ® A(y, z), D) -> Aoo(T\)

avec \y\ = 1, \z\ = 1,

Dy = a®y,        Dz = -a® z.

Rappelons que Y induit un isomorphisme en cohomologie pour tous les

systèmes sur l'adgc A^S1). Dans [Go] sous des hypothèses raisonnables de

connexité, on montre l'existence et l'unicité de tels modèles algébriques.
Si on ne s'intéresse qu'à la cohomologie réelle, on peut remplacer Aoo(Sl)

par son modèle minimal h: A(X) —> ̂(S1), h(x) = a. On obtient alors une

flèche

Y':(A(x,y,z),D)^A00(T\)

induisant un isomorphisme pour la cohomologie à coefficients dans R.
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